Teoreticka ¢ast - 14.6.2021

1. (a) Definujte Taylortiv polynom funkei vice proménnnych a
Hessovu matici (2,5 bodu).

(b) Zformulujte vétu o Peanové tvaru zbytku a vétu o posta-
¢ujici podmince pro extrém (2 body).
(c) Vétu o postacujici podmince pro extrém dokazte (1,5 bodu).
(d) Rozhodnéte o platnosti néasledujicich tvrzeni:
i. je-li f € C*(R?*) a Hy(0,—3) je negativné definitni,
potom f ma v bodé (0, —3) lokdlni maximum,

ii. jeli f € C*R?) a Hy(0,—3) je negativnd definitni,
potom existuje linearni funkce g : R? — R, Ze funkce
f + ¢ ma v bodé (0, —3) lokdlni maximum,

iii. je-li f € C*(R?*) a H;(0,—3) je negativné definitni,
potom existuje pravé jedna linearni funkce g : R? — R,
ze funkce f 4 g ma v bodé (0, —3) lokalni maximum

(2 body).

Pozndmka: funkei f : R? — R nazveme linearni, pokud plati
flax +by) = af(x) +bf(y), a,b €R, 2,y € R



2. (a) Definujte ¢iselnou fadu, jeji soucet a absolutni konvergenci
(3 body).

(b) Zformulujte a dokazte vétu o vztahu absolutni konvergence
a konvergence (2,5 bodu).
(c) Zformulujte a dokazte vétu o nutné podmince pro konver-
genci fady (1 bod).
(d) Necht > ja, a Y 2 b, jsou Fady realnych ¢isel. Roz-
hodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:
i. pokud fada )" a, konverguje a fada > - b, kon-
verguje, potom fada Y~ a,b, konverguje,
ii. pokud fada ) ° ,a, konverguje a fada ) b, kon-
verguje absolutné, potom fada >~ a,b, konverguje,
iii. pokud fada >~ a, konverguje a fada )~ b, kon-
verguje absolutng, potom fada >~ a,b, konverguje
absolutné

Vse fadné zduvodnéte (1,5 bodu).



3. (a) Definujte metricky prostor, uplny metricky prostor a kon-
traktivni zobrazeni (3 body).

(b) Zformulujte Banachovu vétu o kontrakei (1 bod).

(c) Dokazte, ze zobrazeni pyax : C([0,2]) x C([0,2]) — R
definované jako

puax(f, 9) = ;2[%?;] |f(z) — g(=)]

je metrikou na prostoru C(]0,2]) (1 bod).

(d) Dokazte nasledujici tvrzeni: necht ¢ : R*? — R? je kon-
traktivni zobrazeni (vzhledem k obvyklé metrice na R?).
Definujme zobrazeni ® : C([0,2]) — C([0,2]) jako

B()w) =3 | olt.se)de a2

Potom @ je kontrakce na prostoru (C([0, 2]), pmax) (3 body).



